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                                                                       Аннотация

  Цель работы: Исследование свойств квадратичной функции, особенностей расположения графиков на координатной плоскости, изучение алгоритмов построения графиков функций на координатной плоскости, применение свойств квадратичной функции при решении различных задач.
Задачи:
1. Исследовать свойства квадратичной функции.

2. Выяснить, от чего зависит расположение графиков данных функций на координатной плоскости.

3. Изучить  алгоритмы построения квадратичной функции.

4. Научиться быстро и правильно строить графики квадратичных функций на координатной плоскости. 

5. Научиться применять свойства квадратичной функции при решении задач.

Методы и приемы работы: Исследование графиков квадратичных функций, изучение специальной литературы, поиск информации в Интернете, построение графиков квадратичных функций с помощью программы ADVANCED GRAPHER, анализ задач.
Полученные данные: Расположение графиков квадратичных функций зависит от значения а, b, с,  дискриминанта. Построить график данной функции можно двумя способами: по точкам, во вспомогательной системе координат через выделение полного квадрата.
Выводы:

1. Если а=1, то график квадратичной функции представляет собой график у = х2, перенесенный параллельно оси у с вершиной в точке (-
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2. Если а>0, то ветви параболы направлены вверх. Если а<0, то ветви параболы направлены вниз.

3. Все графики квадратичных функций имеют ось симметрии, проходящей через вершину параболы, параллельно оси у. 

4. Для исследования графиков и решения задач достаточно знать значение, координаты вершины и точки пересечения с осью х.
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План исследования

Обоснование проблемы. В контрольно- измерительных материалах по алгебре в 9 классе для прохождения государственной итоговой аттестации в новой форме выяснилось,  что много заданий встречаются по построению  графиков квадратичных функций, их исследованию для решения различных задач. При построении графиков квадратичной функции возникает трудности из-за того, что при составлении таблицы значений при небольших по модулю значениях аргумента  значения функции иногда бывают очень большие по модулю и не входят на страницу тетради. Поэтому я решила исследовать: свойства квадратичной функции и от чего зависит расположение графиков квадратичных функций на координатной плоскости; изучить алгоритмы построения графиков данных функций и выбрать наиболее легкий алгоритм построения графика квадратичной функции. 
Гипотеза:

Если я изучу свойства квадратичной функции, алгоритмы построения графиков, выявлю, от чего зависит расположение графиков на координатной плоскости, то я смогу быстро и правильно строить графики данной функции, выбрав наиболее легкий способ построения;  применять свойства функции при решении задач.

Описание метода:

1. Анализируя различные квадратичные функции, я сделала вывод, что для проведения исследования свойств функций достаточно знать:

- значение а: для определения направлений ветвей параболы, сжатие и растяжение графиков, промежутков знакопостоянства;

- координаты вершин параболы: для определения области значений, промежутков монотонности, экстремумы функции;

- значение b: для определения четности, или ни четности, ни нечетности;

- значение дискриминанта: для определения количества нулей функций;

Если D < 0, то нулей функции нет;

Если D = 0, то нуль функции один – это вершина параболы;

Если D > 0, то нулей функции 2.

- нули функции: для определения промежутков знакопостоянства.

2. Работая над своей темой, я вывела свой способ построения графиков квадратичной функции по следующему алгоритму:

1. Найти нули функции  х1  и  х2.

2.  Найти х
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3. Найти ув = у(х
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).

4. Если необходимо, найти еще несколько точек графика ( слева и справа от х
[image: image6.wmf]â

).

3. На уроках алгебры в 9 классе после выполнения данной исследовательской работы, я помогаю одноклассникам усвоить  методы построения графиков квадратичных функций, проводить их исследование. 

Результат:

    В ходе исследовательской работы я составила алгоритм исследования свойств квадратичной функции и апробировала его на практике. Узнала, что квадратичные функции можно задать двумя способами: ах2+bх+с и а(х-m)+n.  Выявила, от чего зависит расположения графиков на координатной плоскости. Создала презентацию «Знакомая незнакомая квадратичная функция», с которой выступила перед одноклассниками на уроке. В дальнейшем планирую исследовать квадратичные функции, имеющие в формуле модуль.
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Научная статья
   Квадратичной функцией называется функция, которую можно задать формулой вида 

y = ax²  + bx + c, где a≠0.
    Чтобы уметь применять свойства квадратичной функции при решении некоторых задач, надо сначала хорошо изучить ее: что собой представляет график функции при различных значениях коэффициентов a, b  и  c; какова  область ее значений; когда она принимает положительные(отрицательные) значения. При изучении темы «Квадратичная функция и ее график» 
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 мы познакомились с такой информацией: существует несколько способов построения графика квадратичной функции, кроме тех, что рассматриваются на уроках алгебры ( я имею в виду построение по точкам и с помощью преобразований графика 

y =x² ).  Поэтому я решила построить графики различных квадратичных функций с помощью программы ADVANCED GRAPHER и исследовать их. Взяла произвольные формулы квадратичных функций, различные по структуре (формулы данных квадратичных функций отличаются друг от друга значениями а,b,с). Сравнила координаты вершин параболы построенных графиков, высчитанные по формуле (-
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). А также нашла значения дискриминанта.

1. Квадратичная функция: у = х2 (элементарная квадратичная функция: а=1, b=0, с=0). (Приложение 1)

Графики квадратичных функций, у которых b=0, с=0 

2. Квадратичная функция: у = 3х2 (а>0, b=0, с=0) (Приложение 2)
3. Квадратичная функция: у = -3х2 (а<0, b=0, с=0) (Приложение 3)
4. Квадратичная функция: у = 
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х2 (0 <а <1, b=0, с=0) (Приложение 4)
5. Квадратичная функция: у = -
[image: image11.wmf]3
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х2 (0 >а >1, b=0, с=0) (Приложение 5)

 Графики квадратичных функций, у которых а >0, b=0 
6. Квадратичная функция: у = х2+4 (а=1, b=0, с>0) (Приложение 6)

7. Квадратичная функция: у = х2-4 (а=1, b=0, с<0) (Приложение 7)

8. Квадратичная функция: у = 2х2+4 (а>1, b=0, с>0) (Приложение 8)

9. Квадратичная функция: у = 2х2-4 (а>1, b=0, с<0) (Приложение 9)
10. Квадратичная функция: у = 
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х2+4 (0<а<1, b=0, с>0) (Приложение 10)

11. Квадратичная функция: у = 
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х2-4 (0<а<1, b=0, с<0) (Приложение 11)
Графики квадратичных функций, у которых а <0, b=0 

12. Квадратичная функция: у = -х2+5 (а=-1, b=0, с>0) (Приложение 12) 
13. Квадратичная функция: у = -х2-5 (а=-1, b=0, с<0) (Приложение 13)

14. Квадратичная функция: у = -2х2+5 (а<-1, b=0, с>0) (Приложение 14) 
15. Квадратичная функция: у = -2х2-5 (а<-1, b=0, с<0) (Приложение 15)
16. Квадратичная функция: у = -
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х2+5 (0>а>-1, b=0, с>0) (Приложение 16) 
17. Квадратичная функция: у = -
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х2-5 (0>а>-1, b=0, с<0) (Приложение 17)
Графики квадратичных функций, у которых b≠0, с=0 

18. Квадратичная функция: у = х2+3х (а=1, b≠0, с=0) (Приложение 18)
19. Квадратичная функция: у = -х2+3х (а=1, b≠0, с=0) (Приложение 19)

20. Квадратичная функция: у = 2х2+3х (а>1, b≠0, с=0) (Приложение 20)
21. Квадратичная функция: у = -2х2+3х (а<-1, b≠0, с=0) (Приложение 21)
22. Квадратичная функция: у = 
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х2+3х (0<а<1, b≠0, с=0) (Приложение 22)
23. Квадратичная функция: у = -
[image: image17.wmf]2

1

х2+3х (0>а>1, b≠0, с=0) (Приложение 23)
Графики квадратичных функций, у которых а=1, b≠0, с≠0 

24. Квадратичная функция: у = х2+4х-5 (а>0, b≠0, с≠0) (Приложение 24)
25. Квадратичная функция: у = х2+4х+5 (а>0, b≠0, с≠0) (Приложение 25)
26. Квадратичная функция: у = х2+4х+4 (а>0, b≠0, с≠0) (Приложение 26)

Графики квадратичных функций, у которых а= -1, b≠0, с≠0 

27. Квадратичная функция: у = -х2+4х+5 (а<0, b≠0, с≠0) (Приложение 27)

28. Квадратичная функция: у = -х2-4х-5 (а<0, b≠0, с≠0) (Приложение 28)

29. Квадратичная функция: у = -х2-4х-4 (а<0, b≠0, с≠0) (Приложение 29)
Графики квадратичных функций, у которых а≠1, b≠0, с≠0 

30. Квадратичная функция: у = 2х2+6х+5 (а >1, b≠0, с≠0) (Приложение 30)
31. Квадратичная функция: у = -2х2+6х+5 (а < -1, b≠0, с≠0) (Приложение 31)

Графики квадратичных функций, у которых -1<а<1, b≠0, с≠0 

32. Квадратичная функция: у = 
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1

х2+6х+15 (0 <а <1, b≠0, с≠0) (Приложение 32)

33. Квадратичная функция: у = -
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х2+6х-14 (0 >а > -1, b≠0, с≠0) (Приложение 33)
      Если внимательным взглядом посмотреть на все эти графики квадратичных функций, то можно сделать вывод: графиками всех квадратичных функций является парабола. 

 Если a > 0, то ветви параболы направлены вверх. Если a < 0, то ветви параболы  направлены вниз. Вершина параболы
у = ах²  в точке (0;0);

 у = ах²+с в точке (0;с); 
у = ах²+вх и у = ах²+вх+с в точке  (-
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    Ось симметрии – это прямая линия, относительно которой все точки графика функции расположены симметрично. Все графики квадратичных функций имеют ось симметрии, проходящую через вершину. Из проделанной мною работы по построению графиков квадратичных функций видно, что если функция задана формулой у = ах² или у = ах²+с, то осью симметрии является ось у. Если функция задана формулой у = ах²+ bх или у = ах²+ bх+с, то осью симметрии является прямая  х = - 
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    Также я заметила, что форма параболы зависит от значения старшего коэффициента а, то есть наблюдается  сжатие и  растяжение графиков. 
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Сжатие: График функции y = аf(x) (а > 1) получается с помощью растяжения графика функции y = f(x) вдоль оси y в а раз. 

Растяжение: График функции y = аf(x) (0 < а< 1) получается с помощью сжатия графика функции y = f(x) к  оси х  в 
[image: image24.wmf]а
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 раз. 
     График квадратичных функций y = ax²  + bx + c  при а = 1, представляет собой график

 у = х2, перенесенный параллельно оси у в вершину (-
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). если а = -1, то еще и симметрично перенесен относительно прямой у = -
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 (прямой, проходящей через вершину, параллельно оси х).

     График квадратичных функций y = ax²  + bx + c  при a > 1, не зависимо от значения b и с, представляет собой график у = х2, который сжат вдоль оси симметрии в а раз от вершины, при 0<a<1 график у = х2 растянут вдоль оси симметрии в а раз. Если а<0, а ≠-1, то графики помимо сжатия или растяжения еще и симметрично переносятся относительно прямой у = -
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      При исследовании графиков различных квадратичных функций также была замечена
 зависимость расположение графика квадратичной функции от дискриминанта и коэффициента а.

Свойства функции и вид её графика определяются, значением коэффициента а и дискриминанта  D = b²  - 4ac. 
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	a > 0, D > 0
	a > 0, D = 0
	a > 0, D < 0
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	a < 0, D > 0
	a < 0, D = 0
	a < 0, D < 0
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Свойства квадратичных функций

         Анализировав построенные графики, я пришла к выводу, что квадратичные функции, независимо от значений коэффициентов а,в и с, обладают  характерными свойствами, с помощью которых возможно их исследование. 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]
1. Все квадратичные функции имеют область определения: R, то есть все действительные числа.
2. Область значений зависит от значения а: при a > 0 область значений функции представляет собой интервал [-
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;+∞), при a < 0  - интервал (-∞;-
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3. Четность, нечетность квадратичных функций: при b = 0 функция четная (то есть у = ах2+с= а(-х)2+с; при b ≠0, то функция ни четная, ни нечетная.

4. Нули функции (то есть при каких значениях аргумента, значения функции равны 0). 

    Если D > 0, то график квадратичной функции имеет два нуля:  х1=
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и график функции пересекают ось х в двух точках.

     Если D = 0, то график квадратичной функции имеет один нуль: x = -
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b

2

;
и график функции касается оси х в точке (-
[image: image41.wmf]а
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    Если D < 0, то график квадратичной функции не имеет нулей, график не пересекает ось х.

5. Промежутки знакопостоянства (промежутки из области определения функции, где функция принимает положительные или отрицательные значения, т.е. у>0  или у<0).
Если а>0, D>0, то у>0 при х
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(-∞;x1)U(x2; + ∞); у<0 при х
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(х1;х2).

Если а>0, D =0, то у>0 при х
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(-∞;x)U(x; +∞).

Если а>0, D <0, то у>0 при х 
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 R (все действительные числа).
Если а<0, D >0, то у>0 при х 
[image: image46.wmf]Î

 (х1;х2); у<0 при х
[image: image47.wmf]Î

(-∞;x1)U(x2; ∞).   

Если а<0, D =0, то у<0 при х
[image: image48.wmf]Î

 (-∞;x)U(x; ∞).

Если а<0, D <0, то у<0 при х 
[image: image49.wmf]Î

 R (все действительные числа).
6.Промежутки монотонностти
      Монотонная функция— функция, которая может быть либо возрастающей на некотором промежутке (т. е. чем больше любое значение аргумента на этом промежутке, тем больше значение функции), либо убывающей (в противоположном случае).
     Если а>0, функция возрастает при х
[image: image50.wmf]Î
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;+∞); убывает при х
[image: image52.wmf]Î

 (-∞;-
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     Если а<0, функция возрастает при х
[image: image54.wmf]Î

(-∞;-
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], убывает при х
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7. Экстремумы функции (точки максимума, минимума) В точках максимума (минимума) значение функции больше (соответственно меньше) всех соседних ее значений.
     Если а >0, то у графиков есть только минимум функций, если а <0 – только максимум функций. Это точки вершины параболы.
     Если  a > 0, то x min = -
[image: image58.wmf]а
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;  y min = - 
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;   если a < 0 x max = -
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;  y max = - 
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Таким образом, алгоритм исследования свойств квадратичной функции заключается в следующем
1. Нахождение области определения.

2. Нахождение области значений.

3. Четность нечетность функции.

4. Нули функции.

5. Промежутки знакопостоянства.

6. Промежутки монотонности.

7. Экстремумы функции.

   Подытожив свою работу по исследованию квадратичной функции, а также изучив дополнительную литературу, я увидела, что существуют другие способы построения графика квадратичной функции. 
[image: image62.wmf][

]
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 Это:

· построения графиков квадратичных функций по точкам (после нахождения координат вершины параболы);

· построения графика квадратичной функции с помощью вспомогательной системы координат через выделение полного квадрата;

· построения графика квадратичной функции с помощью суммы двух функций
Я пришла к выводу, что мне близок 1-ый способ, но чуть по-другому. Мой алгоритм построения графика квадратичной функции y = ax²  + bx + c таков:

1. Найти нули функции  х1  и  х2.
2.  Найти х
[image: image63.wmf]â

 = 
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3. Найти ув = у(х
[image: image65.wmf]â

).

4. Если необходимо, найти еще несколько точек графика ( слева и справа от х
[image: image66.wmf]â

).

Какие задачи можно решить на свойства квадратичной функции?

     Свойства квадратичной функции применяются при решении других не менее важных задач:

· при решении неравенств второй степени, то есть  ax²  + bx + c>0 или
     ax²  + bx + c <0
· при нахождении множества значений квадратичной функции у= ax²  + bx + c; 

· при нахождении точки пересечения графика с осью ОУ; 

· при вычислении наибольшего(наименьшего) значения квадратичной функции;

· при решении нестандартных задач.

Первый случай (a>0)

  
[image: image67.wmf]I.
[image: image68.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]î
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      у= ax²  + bx + c = a (x – х1)(х – х2)

Решение неравенства видно из рисунка:
ax²  + bx + c >0 при х
[image: image70.wmf]Î

(-∞;x1)U(x2; + ∞);

ax²  + bx + c<0 при х
[image: image71.wmf]Î

(х1;х2).
[image: image72.png]



2).Множество значений функции: интервал [-
[image: image73.wmf]а

D

4

;+∞).

3) Точка пересечения с осью ОУ: х=0, у=с, то есть точка (0;с)

II. 
[image: image74.wmf]î
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   , значит, х1 = х2 = хв = -
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  ax² + bx + c = a ( x+
[image: image77.wmf]а

b

2

 )2
     1) ax²  + bx + c >0 при всех х[image: image101.png]


, кроме х1= -
[image: image78.wmf]а
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         ax²  + bx + c
[image: image79.wmf]0
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, значит, х = -
[image: image80.wmf]а
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    2) Множество значений функции: у >0

   3) Точка пересечения с осью ОУ: точка (0;с)

III. 
[image: image81.wmf]î
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         1)  ax²  + bx + c >0 , значит, х
[image: image82.wmf]Î
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              ax²  + bx + c
[image: image83.wmf]0
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 - нет решений                               

         2)  Множество значений функции: у > ув

             3)    Точка пересечения с осью ОУ: точка (0;с)

Второй случай (a<0)
Точно также рассматриваются случаи:

I. 
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               III. 
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Выводы:
 1. При решении неравенств второй степени мне нетрудно было понять, как они решаются, так как легко определяла промежутки знакопостоянства функции.
2. При нахождении множества значений квадратичной функции, при вычислении наибольшего(наименьшего) значения квадратичной функции я знала, что все зависит от вершины параболы.

3. При вычислении точки пересечения параболы с осью ОУ учитывала, что это точка с абсциссой, равной 0.

      При нахождении области определения функции  или нахождении значений переменной,  при которых выражение имеет смысл, тоже использовались свойства квадратичной функции. 

     Меня заинтересовала задача: 

найти область определения функции f(х) =
[image: image87.wmf]2
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      Как видим, решение задачи сводится к решению неравенства 2-ой степени

-х2 – х + 2 >0 
[image: image89.wmf]Û

 х2 + х - 2 <0, поэтому рассмотрим функцию у = х2 + х – 2, у которой два нуля: это х1 = -2, х2 =1. Графиком данной функции является парабола, ветвями направленными вверх, пересекающая ось ОХ в двух точках х1 = -2, х2 =1. График функции выглядит так:
[image: image90.png]10





    Из рисунка видно, что областью определения функции f(х) являются все значения

 х
[image: image91.wmf]Î

(-2;1).

    Во второй части КИМов к итоговой аттестации встречаются задачи с параметрами. Я решила выяснить, не помогут ли мои исследования квадратичной функции при решении таких задач. Если в результате решения появится квадратный трехчлен, то легко превратить его в квадратичную функцию и, в результате ее исследования, найти решение задачи. 
[image: image92.wmf][
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Задача.  При каких р уравнение 3х2 – 2рх – р +6 = 0 имеет: 

1) два различных корня;

2) один корень;

3) не имеет корней?

     Внимательно посмотрев на уравнение, замечаем, что это квадратное уравнение с параметром р. Его дискриминант равен:

   D = 4р2 – 4 · 3 (-р + 6), тогда


[image: image93.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]4

1

D = р2 – 3 (-р + 6) = р2 +3р – 18

    Рассмотрим функцию f(р) = р2 +3р – 18. Чтобы найти ее нули, решаем квадратное уравнение р2 +3р – 18 = 0, значит, р1 = -6, р2 = 3. Схематически график данной функции выглядит так: р >0, значит, ветви параболы направлены вверх и пересекает ось ОХ в точках р1 = -6, р2 = 3.
[image: image95.png]



      Как видим, функция  f(р) = р2 +3р – 18 положительна при р
[image: image96.wmf]Î

(-∞;-6)U(3; +∞) и отрицательна при р
[image: image97.wmf]Î

(-6;3) и равна 0 при р1 = -6, р2 = 3. Можно дать обоснованный ответ к задаче.
Ответ: Уравнение имеет:1) два различных корня  при р
[image: image98.wmf]Î

(-∞;-6)U(3; +∞);

                                          2) один корень при р1 = -6, р2 = 3;

                                           3) ни один корень при р
[image: image99.wmf]Î

(-6;3).

    Рассматривая подобные задачи, я пришла к выводу, что хорошо знать свойства квадратичной функции значит научиться решать различные задачи: простые, сложные.
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